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Постановка задачи

Однородное магнитное поле B0 = (0, 0,B0) и
наклонно распространяющаяся плоская
электромагнитная волна с волновым
вектором k = (k1, 0, k3).
Векторный потенциал:
A =

(
0, B0q1 − B

k sin(kq− ωt), 0
)
, где

k = (k2
1 + k2

3)1/2.
Введем канонический импульс p = p̂ + e

c A,
где p̂ – импульс частицы. Гамильтониан
системы имеет вид H = 1

2m

(
p− e

c A,p− e
c A
)
.

B0

k
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Безразмерные переменные

ω0 = eB/(mc), Ω0 = eB0/(mc), H̄ = H/(mω2
0R2

0), где R0 –
характерный ларморовский радиус в поле B0

ε =
1

kR0
, k̄i = ε

R0ω0

Ω0
ki, ω̄ = ε

ω

Ω0
,

q̄i =
Ω0qi

ω0R0
, p̄i =

pi

mω0R0
, t̄ = Ω0t.

ε� 1 – малый параметр. Гамильтониан не содержит q2,
поэтому p2 = const. Выбором начала отсчета q1 можно
добиться, что p2 = 0 (т.е. q1 = p̂2 + O(ε)). Безразмерный
гамильтониан:

H = 1
2 (p,p) + 1

2 q2
1+

−q1ε sin 1
ε (kq− ωt) + 1

2ε
2 sin2 1

ε (kq− ωt)

Парами канонически сопряженных переменных являются
(pi, qi), i = 1, 3.
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Перенормируем время: t̂ = ε−1t.
Введем новые канонические переменные I, ϕ, p, q :

ϕ = ε−1(k1q1 + k3q3 − ωt), I = p3/k3, p = p1 − k1I, q = q1

Гамильтониан в новых переменных:

H = H0 + εH1 =

−ωI + 1
2

[
(p + Ik1)2 + (Ik3)2 + q2

]
− εq sinϕ,

парами канонически сопряженных переменных являются
(p, ε−1q) и (I, ϕ).
В пространстве (p, q, I) движение происходит вблизи
эллипсоида H0 = const.
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Уравнения движения

ϕ̇ =
∂H
∂I

= −ω + k1(p + Ik1) + Ik2
3,

İ = −∂H
∂ϕ

= εq cosϕ,

ṗ = −ε∂H
∂q

= −εq + ε2 sinϕ,

q̇ = ε
∂H
∂p

= ε(p + Ik1)

Быстрая переменная ϕ, можно по ней усреднить.
Условие резонанса ϕ̇ = 0 определяет резонансную плоскость
k1p = ω − k2I в пространстве (p, q, I). Вдали от этой
плоскости усреднение по быстрой фазе ϕ показывает, что
влияние волны мало, и траектория частицы близка к
ларморовской (на которой I = const).
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Разложение гамильтониана вблизи резонанса

Введем IR(p, q) = (ω − k1p)/k2 – значение I на резонансной
плоскости. Обозначая K = I − IR(p, q), получаем в главном
приближении

H = Λ(p, q) + F(K, ϕ; q),

Λ(p, q) = H0|I=IR
=

q2

2
+

p
k2

(
p

k2
3

2
+ ωk1

)
,

F(K, ϕ; q) =
1
2

k2K2 − εq sinϕ+ εq
k1

k2ϕ

Пары сопряженных переменных – (p, ε−1q) и (K, ϕ).
Медленная эволюция переменных p, q определяется
гамильтонианом Λ, а изменение K и ϕ задается
маятникоподобным гамильтонианом F , который зависит от
q как от медленно меняющегося параметра.
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Маятникоподобный гамильтониан

Если k1/k2 < 1, на фазовом портрете
маятникоподобной системы на плоскости
(K, ϕ) имеется сепаратриса.
Площадь, ограниченная сепаратрисой:
S ∝

√
ε|q|.

Если эта площадь растет в ходе движения,
существует ненулевая вероятность Π ∼

√
ε

захвата в резонанс на одном ларморовском
периоде. Захваченная частица покидает
окрестность ларморовской траектории
I = const и движется таким образом, чтобы
оставалось выполненным условие резонанса.
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Геометрия фазового пространства
Изоэнергетическая поверхность в
пространстве переменных (q, p1, p3):

H0 =
1
2

(p2
1 + q2 + p2

3)− ω

k3
p3 = h.

это сфера с центром в точке
q = 0, p1 = 0, p3 = ω/k3. Резонансная
плоскость ω − k1p1 − k3p3 = 0 проходит через
центр этой сферы. Пересечение этих двух
поверхностей представляет собой
резонансную кривую, в данном случае -
окружность. Ларморовским окружностям
соответствуют пересечения
изоэнергетической поверхности с
плоскостями I = p3/k3 = const.

p1

q

p3

Изоэнергетическая пов-ть H0=h 
Ларморовская траектория
Резонансная кривая
Захват
Выход
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Фазовая траектория частицы

Фазовая траектория в пространстве
(q, p1, p3). Стрелками показано
направление движения.

Энергия частицы, компоненты
импульса и координата q как
функции времени вдоль траектории.
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Изменение энергии захваченной частицы

Кинетическая энергия частицы: E = (p2
1 + q2 + p2

3)/2
Ее изменение, связанное с захватом в резонанс, равно

∆E =
1
2

∆(p2
3) = 2

ω

k3

(
ω

k3
− p(0)3

)
После выхода из резонанса вся
эта энергия оказывается
аккумулирована в продольной
компоненте движения частицы.
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Эволюция распределения частиц по скоростям

Временная эволюция распределения 106 частиц в
пространстве компонент импульса (p1, p3). Рисунки
соответствуют моментам времени ti = 60i, i = 1...6.
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Рассеяние на резонансе

Отображение последования в пространстве (q, p1, p3) с
периодом, равным 2π/ω, для длинной траектории,
многократно пересекающей резонансную поверхность.
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